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近年来我常用下面的考题来考察学生的分析和逻辑思维能力：一

位教授把他的八位学生分成三组 (划分 A) 搞科研。第二年, 这些学

生又被重新分成四组 (划分 B) 。请证明：至少存在两位学生, 他们

在划分 B 下各自所在分组人数小于其原来在划分 A 中所在的分

组。例如右图, 划分 A是{1，4}，{2，5，6}， {3，7，8}, 而 B 是 

{1，3}，{2，4，5}，{6，8}， {7}。这种情况下, 学生 3，6，7，8 在划分 B 下所在组的人数小于

划分 A下所在组人数, 而只有学生 4在划分 B 下所在组人数大于原来所在组。 

 

这道题的结论可以推广到任意多个学生，只要求两个划分中组数之差为 1。解答此题并不简单, 不

少学生试图用抽屉原理或在两个划分下学生一一对应来求解但并未获得成功。上星期一位学生告

诉我类似题在组合数学的书中出现, 并附漂亮的解法。当时有点沮丧, 本以为这道题是原创, 但又很

兴奋, 因为我的 “非常规解法” (解答 4) 也很有意思, 同时又想出了两种解法 (解答 1 和 解答 2), 供大

家参考和指正 。(建议在继续阅读前，花些时间思考解题方案，这样对以下解答会有更好的理解。) 

解答 1 和 2 基于两个中间结果, “事实”, 推到最后结果。(页下注解通过反证来解释这两个事实。) 
 

事实 1: 如果划分 B 比 A有更多的组, 一定有一位学生其在划分 B 下的组比在划分 A下的组要小。 

事实 2: 假设划分 A和 B 有同样个数的组。如果存在一位学生在划分 B 下的组比划分 A下的小, 一

定有另一位学生在划分 B下的组比划分 A下的大。 

 

解答 1 和解答 2先用事实 1 来找到满足条件的第一位学生 x, 然后通过局部重组使 A和 B 组数相等, 

通过事实 2来找到满足条件的第二位学生。解答 1是分拆A下 x所在组使得A和B有相同的组数。

解答 2 是去掉 B 下 x 所在组（去掉 x, 并将余下学生合并到其他一组）而达到目的。在重新划分时

B 保持组值 (组大小, 即组中学生的人数）不减, 而 A 保持组值不增, 以保证推断结论的传递性。 

 

解答 1: xA 和 xB 分别代表划分 A 和 B 下学生 x 所在的组和组值 (组大小)。

根据事实 1, 一定有第一位学生 x 满足 xB < xA。组 xA 中任意找另一位学生

y, 如果 yB < yA, y 就是第二位学生, 原题得证。因此我们只要考虑 yB ≥ yA的

情况, 首先拆分组 yA 成两组：一组含 x, 另一组含 y, 这样 A 变成新的划分

A'。A' 和 B 有同样的组数, 并且 yB ≥ yA > yA'。根据事实 2, 一定有另一位学生 z, 其 B 下组值小于 A'

下组值, 所以也小于划分 A 下组值。所以 z就是满足条件的原有划分对 (A, B) 中的 第二位学生。 

_____________________________________________________________________________________ 

注解:  在事实 1 和事实 2 中 , 我们用“组值”来代表每位学生。而每个组值为 k 的组是有 k 位组值为 k 的学生组成。如果每位学生在划分

B 下组值不小于 A 下的组值, 那么 B 下的组平均值不会小于 A 下的组平均值。事实 1 中, B 比 A 组多, B 下组平均则小于 A 下组平均, 

通过反证, 一定有一位学生其 B 下组值小于 A 下组值。还有, 如果有位学生在 B 下组值比 A 下大而其他学生在 A和 B 下是相同, B 下

组平均一定比 A个组平均大。事实 2 中, A和 B平均值相同, 通过反证, 一定有另一位学生, 其 B 下组值比 A下组值小。 
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解答 2: 和解答 1 类似找第一位学生 x。从 xA任取 y，如果 yB < yA, y 就是

第二位学生，因此只需考虑 yB ≥ yA。从划分对 (A, B) 产生新的划分对 (A', 

B'): 从 xA 和 xB 去掉 x，并把 xB余下的学生放到 yB。因为 yB' > yA'，根据

事实 2 ，划分对 (A', B') 一定有另一位学生 z，使得 zB' < zA'。由于 zA ≥ zA' 

和 zB' ≥ zB，我们有 zB < zA。所以 z 就是划分对 (A, B) 中的第二位学生。 

 

下面介绍《漫游组合数学》(A Walk Through the Combinatorics) 书中的一个直接解。首先对划分 A

和 B 的组分别进行排序，组值从大到小。对 A 和 B 找共同的最短前缀序列组，并满足下面条件：

A 的最短前缀序列的组值之和大于相应的 B 的最短前缀序列的组值之和。然后证明 A 的最短前缀

中至少有两位学生在 B 下只能放在排序在后组值小的组里。 

解答 3: ai  和 bi  分别代表划分 A和划分 B 下的组和组值。将 A 

(和 B) 根据组值做排序，从大到小 : a1，a2，… (和 b1，

b2，…) 。找一个最小的下标 k 满足: a1 + a2 + … + ak > b1 + b2 

+ ... + bk。这个 k 一定存在，因为在相同人数情况下 B 比 A多

一个组。显然，ak > bk。由此可推导出 [(a1 + a2 + …+ ak) – (b1 + b2+ … + bk)] + bk ≥ 1+1 = 2。换句话

说，a1，a2，…，ak 中至少有两位学生不能放在 b1，b2，…，bk-1, 只能放在组值小的 bk，bk+1，… 。 

最后解答 4 引进一个辅助量：一元人民币。两个划分中的每个组都分配一元，然后分发给组里的

每个学生。通过两个不同的 “记帐” 法，用反证法来推断结论。 

解答 4: 给每组发一元，在组里每个学生平分。划分下每位学生分到的钱大于 0，但不

超过一元。每位学生在 B下和 A下的收入之差将小于一元。假设划分 B 下最多只有一

位学生所在组值小于其在划分 A 下的组值，也就是只有此学生在划分 B 下拿到的钱比

划分 A 多, 其他学生在 B 下拿到的钱都少于等于 A 下的。B 比 A 多一个组，B 多拿一元 。这样此

学生在 B 下和 A下的收入之差将大于等于一元。这里存在矛盾。所以原假设不成立，原题得证。 

 

划分问题可以扩充到 B 和 A组数之差为 k ，这样至少有 k+1 学生在划分 B下得组比划分 A下的组

小。解答 3和 4在微调后仍然适用。而解答 1和 2则不能直接证明，可能需要引进新的事实或引用

多重归纳法，此处留待读者研讨。 

 

这个故事给我们的启发是，在科研工作者培养创造力的过程中，独立工作有时候可能无法取得最

好的结果，但这种能力的培养是至关重要的。非常规解有时会歪打正着，而获得意外惊喜。然后，

通过与别人的结果比较后，会对研究的问题有更深入的理解。独立工作和参考已有工作是一个往

复迭代过程，其合理的调节和平衡是一种艺术。最后，这里讨论的解答在一定的角度上应验了英

国数学家哈代的名句：反证法是 “数学家最有力的武器之一”。 

 

 

 

 


